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Одним из основных механизмов возбуждения
внутренних гравитационных волн в природных
стратифицированных средах (океан, атмосфера)
является их генерация источниками возмущений
различной физической природы, как природного
(движущийся тайфун, обтекание неровностей ре�
льефа океана, подветренные горы), так и антро�
погенного (морские технологические конструк�
ции, схлопывание области турбулентного пере�
мешивания, подводные взрывы) характера [1–8].
В линейном приближении дальние волновые по�
ля можно исследовать с помощью асимптотик [3].
Построенные аналитические конструкции позво�
ляют в дальнейшем, в том числе с использовани�
ем средств компьютерной математики, получать
асимптотические представления волновых полей
с учетом реальной неоднородности и нестацио�
нарности параметров природных стратифициро�
ванных сред [9].

В настоящей работе рассматривается задача о
дальних полях внутренних гравитационных волн,
возникающих при обтекании точечного источни�
ка возмущений мощности Q потоком стратифи�
цированной среды толщины H. Предполагается,

что источник движется со скоростью V в горизон�
тальном направлении вдоль оси x, ось z направле�
на вверх, глубина залегания источника –  и рас�
сматривается установившийся режим волновых
колебаний. В линейной постановке и с учетом
приближения Буссинеска имеем следующее урав�
нение, например, для вертикального смещения
изопикн (линий равной плотности)  [1–4]
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(2)

В безразмерных координатах  

  уравнение (1) и граничные усло�

вия (2) перепишутся следующим образом (знак “*"
далее опускается)
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где   В данной постановке за�
дачи параметр M характеризует отношение скоро�
сти источника возмущений V к максимальному
значению групповой скорости c внутренних грави�
тационных волн [1–4].
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Разрешая биквадратное уравнение (8) относитель�
но μ, получим два действительных корня (диспер�
сионные кривые)

(9)

где  и два мнимых корня

(10)

В слагаемых из (7) контур интегрирования по μ
смещен в верхнюю полуплоскость комплексного
переменного  Это сделано с целью удовле�
творить условию излучения – отсутствию распро�
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интегралы  и  Эти интегралы равны друг другу,
так как  – четная функция, поэтому далее будем

рассматривать интеграл  В силу симметрии вол�
новой картины относительно оси x будем для опре�
деленности считать  Введем далее обозначе�
ния:    = 

 Тогда стационарные точки функции 
определяются из уравнения

(13)
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Приближение (14) не работает в окрестности
фронта, где  а стационарные точки при�
ближаются друг к другу и к точке  Поэтому це�
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Представим медленно меняющуюся функцию 
в виде

(18)

 (19)

Входящие в выражение для  значения
 можно найти, дважды дифференцируя ра�
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На рис. 3 изображены точное поле возвыше�
ния η, рассчитанное по формулам (11), (12)
(штриховая линия), и равномерная асимптотика

интеграла  рассчитанная по формулам (21),
(22) (сплошная линия). Расчеты проводились для

 при фиксированном  множитель

 из (11) брался равным единице. На

рис. 4 показана трехмерная картина точного поля
возвышения  рассчитанная по формулам
(11), (12) с теми же значениями числа M и множи�

телем  равным единице.

Второй случай  соответствует сверхкри�
тическому режиму движения источника возму�
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Рис. 3. Точное поле возвышения (штриховая линия) и
равномерная асимптотика (сплошная линия).

x
y

0

20

40

–20

0

20

Рис. 4. Поле возвышения внутренних гравитацион�
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Дисперсионная кривая  является нечетной
функцией. Она изображена на рис. 5 для 

Интеграл  дает основной вклад в поведение

дальнего волнового поля при  а интеграл  –
в поведение дальнего поля при  Далее будем

для определенности рассматривать интеграл 
Функция  – нечетная функция переменной
ν с точкой перегиба в нуле. Стационарные точки,
определяемые из (13), в этом случае различаются
только знаком:   Линии

( )μ ν

1.8.M =

J −

µ

0,y > J +

µ

0.y <

.J −

µ

( , )S ν ρ

2( ) ( ),ν ρ = ν ρ 1( ) ( ).ν ρ = −ν ρ

равной фазы изображены на рис. 6 для случая
   Это продольные ли�

нии (поперечных нет), выходящие, как и в случае
 из точек с координатами ( ). Фронт

волны (штриховые линии) описывается зависи�

мостью:  где  Равномер�

ная асимптотика интеграла  выглядит гораздо
проще, чем в случае  так как в силу симмет�
рии стационарных точек и нечетности функции

 величина a из (15) равна нулю, поэтому вто�
рое слагаемое из (22), содержащее производную
функции Эйри, отсутствует [3, 4, 10]

(23)

где выражения для  и  те же, что и для
случая  Равномерная асимптотика (23) при
больших значениях  переходит в неравномер�
ную, которая вычисляется методом стационар�
ной фазы

На рис. 7 изображены точное поле возвышения
η, рассчитанное по формулам (11), (12) (штрихо�
вая линия), и равномерная асимптотика, рассчи�
танная по формуле (23) (сплошная линия). Расче�
ты проводились для  при фиксированном

 множитель  брался равным еди�

нице. 
Укажем на основные качественные различия

волновой картины дальних полей внутренних гра�
витационных волн для случаев  (докритиче�
ский режим движения источника возмущений) и

 (сверхкритический режим движения источ�
ника возмущений). Волновая картина в первом слу�

чае определяется значениями  = 

фронт формируется волнами с  во
втором случае в формировании волновой карти�
ны участвуют волны произвольной длины с

 а фронт определяется длинными волна�
ми с  Фазовая картина в первом случае со�
стоит из продольных и поперечных волн, во вто�
ром – только из продольных. В первом случае
волновое поле вверх по потоку убывает степен�

ным образом (как ), во втором – экспоненци�
ально. Равномерная асимптотика дальнего поля в
первом случае состоит из двух слагаемых, одно из
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Рис. 7. Точное поле возвышения (пунктирная линия)
и равномерная асимптотика (сплошная линия).
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которых выражается через функцию Эйри, а вто�
рое – через ее производную, во втором случае в
асимптотике присутствует только член, который
выражается через функцию Эйри.

В заключение можно отметить, что подобного
рода волновые картины могут наблюдаться при ди�
станционном зондировании и наблюдении внут�
ренних гравитационных волн, возбуждаемых раз�
личными источниками возмущений как в океане,
так и в атмосфере Земли [1, 5–8]. 

Работа выполнена при частичной поддержке
Российского фонда фундаментальных исследова�
ний (проекты № 14�01�00466, № 15�05�00030).
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Abstract—The problem of a far field of internal gravity waves excited by a moving source of disturbances in
a stratified medium is considered. The uniform asymptotics describing the amplitude–phase structure of the
wave fields for the different conditions of a source movement are constructed. The wave pattern, including
the position of a front, under subcritical conditions of source movement is determined by waves with the wave
numbers restricted by a certain positive value from below, whereas under supercritical conditions the wave
pattern is formed by the waves of all ranges and the front is determined only by long waves. In the first case,
the phase portrait represents longitudinal and transverse waves decaying as a power function; in the second
case, it is formed only of longitudinal waves decaying exponentially. In the first case, the uniform asymptotics
of the far field consists of two terms, one of which is represented by the Airy function and the second is represented
by its derivative; in the second case, the asymptotics has only one term that is expressed through the Airy function.

Key words: internal gravity waves, stratified medium, far fields, uniform asymptotics
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Рис. 8. Поле возвышения внутренних гравитацион�
ных волн от движущегося со сверхкритической ско�
ростью источника возмущений.
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