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Рассмотрена задача о построении асимптотик дальних полей внутренних гравитаци-
онных волн, генерируемых осциллирующим локализованным источником возмущений,
движущимся в потоке стратифицированной среды конечной глубины. Скорость источ-
ника возмущений не превышает максимальной групповой скорости отдельной волновой
моды. Волновая картина состоит из волн двух типов: кольцевых и клиновидных. Полу-
чены решения, описывающие асимптотики кольцевых волн, которые выражаются через
функцию Ханкеля. Асимптотики клиновидных волн выражаются через функцию Эйри
и ее производную.
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Введение. Поля внутренних гравитационных волн в природных (океан, атмосфера
Земли) и искусственных стратифицированных средах генерируются источниками возму-
щений различного происхождения: природными (движущийся тайфун, обтекание неров-
ностей рельефа дна океана и поверхности суши) и антропогенными (морские техноло-
гические конструкции, схлопывание области турбулентного перемешивания, подводные
взрывы) [1–6]. Существующие подходы к описанию волновой картины основаны на пред-
ставлении волновых полей в виде интегралов Фурье и анализе их асимптотики методом

стационарной фазы или на построении огибающих волновых фронтов с использованием

кинематической теории диспергирующих волн [4, 5, 7, 8]. Как правило, на основе ки-
нематической теории удается сформулировать аналитическое представление только для

фазовых поверхностей (линий) [9].
Целью настоящей работы является построение асимптотических решений, описыва-

ющих амплитудно-фазовые характеристики дальних полей внутренних гравитационных
волн, возбуждаемых осциллирующим источником возмущений, движущимся в стратифи-
цированной среде конечной толщины. Волновые движения подобного типа, возникающие
при суперпозиции поступательного и колебательного движения тела, погруженного в стра-
тифицированную жидкость, рассматривались в работах [10–12].
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Постановка задачи и интегральные формы решений. В данной работе рас-
сматривается задача о дальних полях внутренних гравитационных волн, возникающих
при обтекании точечного источника возмущений с мощностью Q потоком стратифици-
рованной среды толщиной H. Предполагается, что зависимость мощности источника от
времени является гармонической: Q = q exp (iωt). Источник движется со скоростью V в го-
ризонтальном направлении вдоль оси x, ось z направлена вверх, глубина залегания источ-
ника равна −z0. Рассматривается установившийся режим волновых колебаний. В линей-
ной постановке с учетом приближения Буссинеска для вертикального смещения изолиний

плотности с одной и той же временной зависимостью запишем уравнение [3–5, 13](
iω + V

∂

∂x

)2
∆η + N2(z) ∆2η = Q

(
iω + V

∂

∂x

)
δ(x)δ(y)

∂δ(z − z0)

∂z0
,

∆ = ∆2 +
∂2

∂z2
, ∆2 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

(1)

где N2(z) — частота Брента — Вяйсяля, которая далее полагается постоянной:

N2(z) = − g

ρ0(z)

dρ0(z)

dz
,

ρ0(z) — невозмущенная плотность среды; δ(x) — дельта-функция Дирака. Функция
η(x, y, z) связана с вертикальной компонентой скорости w(x, y, z) соотношением [3–5, 13]

w(x, y, z) =
(
iω + V

∂

∂x

)
η(x, y, z).

В качестве граничных условий используется условие “твердой крышки”

z = 0, z = −H: η = 0. (2)

В безразмерных переменных

x∗ = xπ/H, y∗ = yπ/H, z∗ = zπ/H, η∗ = ηH2V/(qπ2), ω∗ = ω/N, t∗ = tN

уравнение (1) и граничные условия (2) записываются следующим образом (индекс “∗”
далее опускается):(

iω + M
∂

∂x

)2
∆η + ∆2η =

(
iω + M

∂

∂x

)
δ(x)δ(y)δ′(z − z0),

z = 0, z = −π: η = 0.
(3)

Здесь M = V/c — число Маха; c = NH/π — максимальное значение групповой скорости

внутренних гравитационных волн в слое стратифицированной среды толщиной H [3–5].
В [13] рассмотрен случай M > 1 и показано, что вдали от осциллирующего источника воз-
мущений возбуждаемые поля представляют собой систему клиновидных волн, заключен-
ных внутри соответствующих волновых фронтов. В настоящей работе рассматривается
случай M < 1.

Аналогично [13] решение задачи (3) будем искать в форме интеграла Фурье

η(x, y, z) =
1

4π2

∞∫
−∞

dν

∞∫
−∞

ϕ(µ, ν, z) e−i(µx+νy) dµ.
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Тогда для определения функции ϕ(µ, ν, z) имеем следующую краевую задачу:

∂2ϕ

∂z2
+ k2

( 1

(ω − µ M)2
− 1

)
ϕ =

i

ω − µ M

∂δ(z − z0)

∂z0
,

z = 0, z = −π: ϕ = 0
(4)

(k2 = µ2 + ν2).
Решение задачи (4) представляется в виде суммы вертикальных мод

ϕ(µ, ν, z) =
∞∑

n=1

ϕn(µ, ν, z) =
∞∑

n=1

Bn(µ, ν) cos (nz0) sin (nz),

Bn(µ, ν) =
2ni

π(ω − µ M)

1

k2((ω − µ M)−2 − 1)− n2
,

т. е. в виде ряда по собственным функциям однородной краевой задачи (4). В результате
решение задачи (3) имеет вид

η(x, y, z) =
∞∑

n=1

ηn(x, y) cos (nz0) sin (nz),

ηn(x, y) =
1

4π2

∞∫
−∞

dν

∞∫
−∞

Bn(µ, ν) e−i(µx+νy) dµ.

(5)

Приравнивая к нулю знаменатель в (5), получаем дисперсионное соотношение, связываю-
щее горизонтальную µ и вертикальную ν компоненты волнового вектора k:

k2
( 1

(ω − µ M)2
− 1

)
= n2, n = 1, 2, . . . . (6)

Рассмотрим первую волновую моду (n = 1) для случая ω < 1. При M < 1 дисперсион-
ное уравнение (6) имеет от двух до четырех действительных корней. На рис. 1 приведены
дисперсионные кривые двух типов: кривая первого типа — замкнутая кривая (на рис. 1
она состоит из двух частей µ2(ν), µ3(ν)), кривые второго типа — две незамкнутые кривые

µ1(ν), µ4(ν). Здесь и далее все результаты численных расчетов приведены для значений

m

v_1_2 1 2

3

1

2
4

0

1

2

3

_1

Рис. 1. Дисперсионные кривые первого (1, 2) и второго (3, 4) типов:
1 — µ2(ν), 2 — µ3(ν), 3 — µ1(ν), 4 — µ4(ν)
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Рис. 2. Контур интегрирования и пути обхода полюсов

M = 0,4, ω = 0,3. Проблема обхода полюсов µi(ν) (i = 1, 2, 3, 4), находящихся на дей-
ствительной оси, при интегрировании по переменной µ решается методом возмущений.
Заменяя в (6) ω на ω − iε (ε > 0), получаем возмущенные решения µi(ν)− iεri(ν), где

ri(ν) =
(

M− µi(ν)

(µi(ν) M−ω)(µ2
i (ν) + ν2 + 1)2

)−1
.

Можно показать, что ri(ν) > 0 (i = 1, 2, 4), r3(ν) < 0 для всех ν, поэтому полюсы µi(ν)
(i = 1, 2, 4) обходятся сверху, а полюс µ3(ν) — снизу. При интегрировании по переменной µ
контур интегрирования, представленный на рис. 2 (полюсам µi(ν) (i = 1, 2, 3, 4) соответ-
ствует значение ν = 0), замыкается вниз при x > 0 и вверх при x < 0. Тогда точное
решение (с учетом гармонической зависимости η от времени) имеет вид

η(x, y, t) =

{
J1 + J2 + J4, x > 0,

−J3, x < 0,

где

Jj = − 1

2π

∞∫
−∞

fj(ν) e−i(µj(ν)x+νy−ωt) dν,

fj(ν) =
M

2

(µi M−ω)2

µj(ν)ω + M ν2 + µj(ν)(µj(ν) M−ω)3
, j = 1, 2, 3, 4.

Построение асимптотик для кольцевых волн. Рассмотрим сначала кольцевые
волны — волны первого типа, соответствующие замкнутой дисперсионной кривой. Пове-
дение волн этого типа определяется интегралами J2 при x > 0 и J3 при x < 0. Иссле-
дуется интеграл J2 (интеграл J3 исследуется аналогично). Введем обозначение для фазы
Φ2 = µ2(ν)x+νy−ωt. Далее используем условие стационарности фазы µ′2(ν) = −y/x. При
x > 0 этим соотношениям удовлетворяет семейство линий постоянной фазы Φ2 с парамет-
ром ν:

x =
Φ2 + ω t

µ2(ν)− νµ′2(ν)
, y = −µ′2(ν)(Φ2 + ω t)

µ2(ν)− νµ′2(ν)
.
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Рис. 3. Линии постоянной фазы для волн первого типа (кольцевых волн)

При x < 0 аналогичное семейство линий постоянной фазы описывается этими же уравне-
ниями с фазой Φ3 = µ3(ν)x + νy − ωt.

На рис. 3 показаны линии постоянной фазы, образующие замкнутые кривые, при фик-
сированном значении t и Φ2 = Φ3 = 2πk, k = 0, 1, . . . , 5. Обозначим через ν∗ абсциссу
крайней правой точки замкнутой кривой на рис. 1, в которой µ2(ν∗) = µ3(ν∗) (точка с абс-
циссой −ν∗ является крайней левой точкой). Представим интеграл J2 в виде суммы двух

слагаемых

J2 = I0 + I1, (7)

где

I0 = − 1

2π

ν∗∫
−ν∗

f2(ν) e−i(µ2(ν)x+νy−ωt) dν, I1 = − 1

2π

∞∫
−ν∗

f2(ν) e−i(µ2(ν)x−ωt) cos (νy) dν.

Для функции µ2(ν) и знаменателя в выражении для функции f2(ν) точка ν∗ является
точкой ветвления второго порядка. Функция µ2(ν) аналитически продолжается в область
|ν| > ν∗ таким образом, что мнимая часть µ2(ν) является отрицательной. Следовательно,
в окрестности точки ν∗ функции µ2(ν) и f2(ν) можно представить в виде µ2(ν) = α +
β
√

ν∗ − ν + O(ν∗ − ν), f2(ν) = (1/γ)
√

ν∗ − ν + O(1). Тогда асимптотика интеграла I1 при

больших значениях x вычисляется путем интегрирования по частям:

I1 = −2 sin (αx− ωt) cos (ν∗y)

πβγx
+ O(x−2). (8)

Асимптотика интеграла I0 вычисляется методом стационарной фазы:

I0 = −f2(ν(ρ)) cos (µ2(ν(ρ))x + ν(ρ)y − ωt− π/4)√
−2πµ′′2(ν(ρ))x

+ O(x−1). (9)

Здесь ν(ρ) — корень уравнения µ′2(ν) = −ρ; ρ = y/x; остаточный член O(x−1) опреде-
ляется вкладом в интеграл границ области интегрирования и равен главному члену в

разложении (8) с противоположным знаком. Поэтому главный член асимптотики J2 такой

же, как и в (9), но остаточный член имеет вид O(x−3/2). Функция µ′2(ν) является взаимно
однозначной с областью изменения (−∞,∞), что существенно упрощает определение об-
ратной функции ν(ρ) при действительных значениях ρ с помощью компьютерных систем
типаMathematica. Асимптотика интеграла J3 вычисляется аналогично с помощью метода

стационарной фазы.
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Рис. 4. Кольцевые волны при x > 0

Асимптотика (9) справедлива и при малых x (даже при x = 0). Действительно, при
малых x и фиксированном значении y (например, y > 0) стационарная точка ν0 находится

вблизи точки ν∗: ν0 = ν∗ − β2/(4ρ2). Тогда асимптотика (9) принимает вид

J2 = −cos (αx + ν∗y − ωt− π/4)

γ
√

πy
. (10)

Таким образом, асимптотика (10) является практически равномерной в области x > 0 при
больших значениях x2 + y2.

На рис. 4 показана трехмерная картина кольцевых волн, описываемых интегралом J2

в области x > 5, рассчитанная c помощью метода стационарной фазы (9). Заметим, что
при больших значениях y выражение (10) является действительной частью асимптотики
функции

F (x, y) = −
√

ν∗ e−iαx−iωt H
(2)
0 (ν∗y)√

2 γ
, (11)

где H
(2)
0 — функция Ханкеля второго рода.
На рис. 5 представлены значения интегралов J2 и J3 (x < 0) при y = 25, t = 10,

рассчитанные по формуле (7) (сплошная линия) и в приближении стационарной фазы
(штриховая линия). Видно, что перед источником возмущений волны имеют бо́льшую

амплитуду и меньшую длину, чем за источником. На рис. 6 представлен интеграл J2 при

x = 1, t = 10, рассчитанный по формуле (7) (сплошная линия) и формуле (11) (штриховая
линия).

Построение асимптотик для клиновидных волн. Волнам второго типа (кли-
новидным волнам) соответствуют незамкнутые дисперсионные кривые µ1(ν), µ4(ν). По-
ведение этих волн полностью определяется интегралами J1 и J4 соответственно. Далее
будет рассматриваться интеграл J4. Граница волнового клина определяется равенством
y = ±µ4(ν1)x, где ν1 — корень уравнения µ′′4(ν) = 0. Равномерные асимптотики интегра-
лов подобного типа построены в [13]. Равномерная асимптотика интеграла J4 на больших

расстояниях от движущегося осциллирующего источника возмущений имеет вид

J4 =
T+(ρ)

x1/3
Ai (x2/3σ(ρ)) cos (a(ρ)x− ωt) +

T−(ρ)

x2/3
√

σ(ρ)
Ai′ (x2/3σ(ρ)) sin (a(ρ)x− ωt), (12)
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Рис. 5. Значения интегралов J3 и J2:
сплошная линия— численный расчет,штриховая— асимптотики
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Рис. 6. Значение J2 (сплошная линия) и приближенное значение J2, определен-
ное с помощью функции Ханкеля (штриховая линия)

T±(ρ) =
1

2

(
f4(ν2(ρ))

√
−2

√
σ(ρ)

S′′νν(ν2(ρ), ρ)
± f4(ν1(ρ))

√
2
√

σ(ρ)

S′′νν(ν1(ρ), ρ)

)
σ(ρ) = {(3/4)[S(ν2(ρ), r)− S(ν1(ρ), r)]}2/3, a(ρ) = [S(ν1(ρ), ρ) + S(ν2(ρ), ρ)]/2,

S(ν, ρ) = µ4(ν) + ρν, ρ = y/x,

где ν1(ρ), ν2(ρ) — корни уравнения S′ν(ν, ρ) = 0, причем |ν2(ρ)| < |ν1(ρ)|; Ai (τ) =

1

2π

∞∫
−∞

cos
(
τt − t

3

)3
dt — функция Эйри; Ai′(τ) — производная функции Эйри. Нерав-

номерная асимптотика, описывающая клиновидные волны в приближении стационарной
фазы, может быть получена из равномерной, если в (12) функцию Эйри и ее производную
заменить их асимптотиками при больших положительных значениях аргумента [3–5].

Заключение. Построенные в работе асимптотические решения позволяют описать
амплитудно-фазовые характеристики дальних полей внутренних гравитационных волн,
возбуждаемых локализованным осциллирующим источником возмущений, движущимся
в потоке стратифицированной среды конечной толщины. Показано, что если скорость ис-
точника возмущений не превышает максимальной групповой скорости отдельной волновой

моды, то возбуждаемые поля состоят из волн двух типов: кольцевых и клиновидных. Полу-
ченные асимптотики дальних полей кольцевых и клиновидных волн позволяют не только
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рассчитывать их основные характеристики, но и проводить качественный анализ полу-
чаемых решений. Волновые картины этих полей могут наблюдаться при дистанционном
зондировании и измерении внутренних гравитационных волн, возбуждаемых различными
источниками возмущений в природных и искусственных стратифицированных средах.
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