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ОЦЕНКА ГРАНИЦ ПРИМЕНИМОСТИ ЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 
ВНУТРЕННИХ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН

С помощью метода возмущений получены оценки границ применимости линейной теории
внутренних гравитационных волн. Показано, что в диапазоне длин волн, характерном для ре"
ального океана, при исследовании динамики внутренних гравитационных волн можно пользо"
ваться линейным приближением, что подтверждает его адекватность и обоснованность для со"
ответствующих пространственно"временных масштабов линейной модели волновой динамики. 

Ключевые слова: внутренние гравитационные волны, стратифицированная среда, метод воз"
мущений.

Внутренние гравитационные волны, являющиеся частными случаями волновых
движений неоднородных сред, как правило, исследуются с помощью универсальных
математических методов, имеющих известные аналогии с волнами иной физической
природы [1, 2]. Такой подход позволяет получить формальный ответ, но не гарантиру"
ет адекватности решения актуальных фундаментальных и прикладных задач исследо"
вания волновой динамики природных стратифицированных сред (океан, атмосфера)
[3–5]. Специфические соотношения пространственно"временных масштабов, напри"
мер, в океане, и связанные с этим трудности определяют необходимость исследования
в настоящей работе вопроса о границах применимости линейной теории динамики
внутренних гравитационных волн. Возбуждение, распространение внутренних грави"
тационных волн в реальных условиях представляют собой существенно нелинейные
явления, однако, при некоторых разумных предположениях, можно линеаризовать
уравнения генерации и распространения внутренних волн [3, 5–8]. В [1, 2] использо"
вались линейные приближения для исследования волновой динамики внутренних
гравитационных волн в стратифицированных средах, поэтому представляет интерес
оценить адекватность сделанных предположений для реальных пространственно"вре"
менных геофизических масштабов.

1. Исходные уравнения. Система уравнений гидродинамики с учетом нелинейности,
вязкости, вращения Земли и в адиабатическом приближении для уравнения состоя"
ния имеет вид [3, 5, 9]
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, ,

, Ω = 7.27 · 10–5 c–1 – частота вращения Земли,  – географическая широта,

 – коэффициент вязкости;  – компоненты скорости, p, ρ –
давление и плотность, ось z направлена вертикально вверх, g = 980 см/с2 – ускорение
силы тяжести, c = 1.5 · 105 см/с2 – скорость звука в океане;  – плотности дей"

ствующих на жидкость объемных сил и  – плотность источников массы [3, 5, 9].
Далее будет рассматриваться или безграничная по вертикали среда, или слой, огра"

ниченный дном  и свободной поверхностью z = ς(x, y, t). При наличии вязкости
на дне необходимо ставить условие прилипания:  при , ко"
торое формировало бы соответствующий пограничный слой. Однако для внутренних
гравитационных волн в океане характерны малые значения скоростей частиц, поряд"
ка 10 см/с или ниже и, соответственно малые значения градиентов скорости. Ввиду
этого, на дне используется условие непротекания [5–8]

(1.2)

Для горизонтального дна (H = const) это условие упрощается

 (1.3)

На свободной поверхности океана z = ς(x, y, z) ставятся два граничных условия –
кинематическое и динамическое. Кинематическое условие требует, чтобы для частиц
жидкости на поверхности нормальная к поверхности компонента скорости (U1, U2, W)
совпадала со скоростью смещения поверхности

(1.4)

Динамическое условие требует, чтобы давление на поверхности совпадало с атмо"
сферным давлением, которое далее полагаем равным нулю [5"8]

(1.5)

Система уравнений (1.1) и граничные условия (1.2) – (1.5) линеаризуются относи"
тельно состояния покоя
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Здесь правые части  включают в себя члены, обусловленные вращени"
ем среды, вязкостью, сжимаемостью среды и нелинейностью среды соответственно

 

Внутренние гравитационные волны имеют на поверхности z = 0 весьма малые воз"
мущения , поэтому, линеаризуя на ней граничные условия, имеем [1, 2, 5, 9]:

, . Отсюда можно получить

(1.7)

Исключая из системы уравнений (1.6) переменные , находим для верти"
кальной компоненты скорости обычное уравнение внутренних гравитационных волн
с некоторой ненулевой правой частью

(1.8)

где  – частота Брента–Вяйсяля. Граничное условие на дне z = –H сохраняет
вид (1.2) или (1.3). Применяя к выражению (1.7) оператор Δ и выражая  через W,
получим условие при z = 0 

(1.9)
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В уравнении (1.8) и граничном условии (1.9) правые части – это сумма слагаемых,
зависящих от сторонних источников (массовых сил  и плотности источников массы M)
и малых поправок, учитывающих вязкость, сжимаемость и вращение среды, а также
поправок, обусловленных использованием приближения Буссинеска и имеющих по"

рядок  [3, 5, 9].

2. Оценка границ применимости линейного приближения. Уравнение (1.8) удобно
для дальнейшей оценки методом возмущений влияния этих поправок. Распро"
странение внутренних гравитационных волн при наличии малых добавок, обу"
словленных, например, наличием нелинейных слагаемых, описывается уравне"
нием [3, 10]

(2.1)

где в выражение для  будут входить только слагаемые, учитывающие нелиней"
ность исходной системы уравнений гидродинамики [3, 10]. Параметр  – отноше"
ние скорости частицы к фазовой скорости внутренних гравитационных волн, по"
казывает, что эти слагаемые малы [3, 8–10]. Далее используется формальное разло"
жение решения уравнения (2.1) по степеням . Исследуем вопрос о том, как влияет
поправка  на распространение одной отдельной волновой моды внутренних гра"
витационных волн. С целью упрощения выкладок рассматривается плоский слу"
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где  – возмущение плотности, нормированное на некоторое типичное значение

невозмущённой плотности . Для дальнейшего анализа при t < 0 можно использо"
вать решение уравнения (2.2) c нулевой правой частью в виде собственной волно"

вой моды [10]: , где  и  дисперсионные кри"
вые и нормированные собственные функции основной вертикальной спектраль"
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Тогда соответствующие нулевому приближению  горизонтальная скорость  и

возмущение плотности  имеют вид

(2.4)

При  решение (2.2) будем искать в виде ряда по степеням малого параметра :

. [3, 10]. Тогда для определения функции  получается урав"
нение
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Решение уравнения (2.2), совпадающее с  при t < 0, непрерывно вместе со своей

производной по t. Следовательно, при t = 0 функция  и ее производная по  обраща"

ются в нуль: . Поскольку в реальных океанических условиях возбужда"

ются, как правило, только первые моды [5, 9], то в дальнейшем будем рассматривать
первую волновую моду. Тогда правая часть в (2.5) имеет вид

(2.6)

Решение уравнения (2.5) будем искать в виде ряда по собственным функциям зада"
чи (2.3) 

(2.7)

Правую часть уравнения (2.5) можно представить в виде

(2.8)

Подставляя (2.7), (2.8) в (2.6) получим

Учитывая начальные условия, имеем

0W 0U

ρ0

( )
∂ϕ

= ω −
∂

ρ = ϕ ω −
ω

0

2

0

( , )
sin ( )

( ) ( , )sin( ( ) )
( )

n
n

n n
n

z kAU k t kx
k z

AN z z k k t kx
k g

> 0t ε

= + ε + ε +

2
0 1 2 ...W W W W 1W

⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ + + =⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 22
21 1 1

02 2 2 2( ) ( )W W WN z P W
t z x x

0W

1W t

= ∂ ∂ =1 1 0W W t

( )

( )

⎡ ⎛ ⎞∂ ϕ ∂ϕω ⎛ ⎞= ω − ϕ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ∂⎝ ⎠∂⎣ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ω ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕω− − − ϕ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

ω ϕ ∂ϕ ∂+ −
∂ ∂ ω

222
2 1 11

0 1 1 2

22 2 3
1 1 1 1 11

12 3

2
1 1 1

1

( , ) ( , )( ) ( )( ) 2 sin 2 ( ) 2 ( , )

2 ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) ( )
(

z k z kN z kP W A k k t kx z k
gk zz

N z k k z k z k z k z kk z k
g k z z z

k z k z k N z k
gk z z k

⎤∂ϕ ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎦
≡ Φ ω −

2 2
1

1

( , ) ( )
)

( , ) sin(2 ( ) 2 )

z k N z
z z

z k k t kx

∞

=

= ω − ϕ∑1 1

1

sin(2 ( ) 2 ) ( ,2 )i i

i

W k t kx d z k

∞

= −

Φ = ϕ = Φ ϕ∑ ∫
0

2

1

( , ) ( ) ( ,2 ), ( , ) ( ,2 )i i i i

i H

z k N z c z k c z k z k dz

ω
=

ω − ω

2

2 2 2
1

(2 )

4 (4 ( ) (2 ))
i i

i
i

c k
d

k k k



128 В.В. Булатов, Ю.В. Владимиров

(2.9)

Из (2.9) видно, что наибольший вклад в W1 дает слагаемое с множителем . Срав"
ним поправку W1 с невозмущенным решением W0. Для этого заменим первое слагае"
мое в (2.9) вековым (резонансным) членом (считая ω1(2k) = 2ω1(k) [1,2]), чем только
увеличим значение W1

(2.10)

и оценим время, за которое  станет сравнимо с W0. Для расчета коэффициента 

можно считать, что , что справедливо для достаточно малых значе"
ний k [1, 2, 5]. В результате получим

(2.11)

Чтобы воспользоваться формулами (2.10), (2.11), рассмотрим слой стратифицирован"

ной среды с глубиной H = 100 м, N(z) = const = 0.01 c–1, тогда ϕ1 = .

Далее, возьмем k = 0.02 м–1, тогда длина волны λ ~ 300 м, и A = 10–4 м3/2 c–2, что соот"
ветствует амплитуде скорости невозмущенной волны примерно 14 cм/с. Для случая
N(z) = const последние два слагаемых в (2.11) равны нулю, первые два интеграла вы"

числяются аналитически, и тогда . Оценим время t, за которое величина

 будет составлять порядка 5% от значения W0: t = 4k2A · 0.05/c1ω1(2k) ≈ 1.5 · 107 с,

что существенно превышает типичные периоды колебаний внутренних гравитацион"
ных волн в океане, составляющих десятки минут [3,5,9].

Заключение. В диапазоне длин волн, характерном для реального океана, при иссле"
довании динамики внутренних гравитационных волн можно пользоваться линейным
приближением. Аналогично возможно оценить и влияние других поправок к линей"
ной теории генерации и распространения внутренних гравитационных волн в страти"
фицированных средах. Результаты этих оценок показывают адекватность и обосно"
ванность для соответствующих пространственно"временных масштабов линейной
модели волновой динамики. 

Выражаем благодарность рецензенту за ценные замечания.
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